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In dit rapport zullen enkele bijzonderheden betreffende de
verwerking en interpretatie worden aangegeven van de waarnemings-
uitkomsten, die kunnen worden verkregen bilj het ultvoeren van
de proefopzet, aangegeven in rapport S 1496 .
De notatie, die zal worden aangehouden, komt geheel over-
een met die in [1} en f?? wordt gebruikt.
In tegenstelling tot rapport S 198 zullen de factoren, die
in het onderzoek betrokken zijn, worden genummerd met 1,...,9 in
de volgorde zoals deze in de inleiding van S 498 zijn genoemd,
Teneinde de interpretatie van de waarnemingsultkomsten
aan te kunnen geven, zal eerst de bilj de proefopzet gevolgde
werkwijze op een meer formele wijze, dan in S 198 worden aange-
geven,

Bij een experiment, waarblij k continue te varieren factoren
X1,-h.,xk z1ijn betrokken, meet men de responsie X%)» die men zich
voorstelt als een functie van deze k factoren en van de respoi-
siefluctuatie onder ~~ng -n*~ experimentele condities (waarns-
mingsonnauwkeurigheid) ¥

g4 =l ) e v (1)
Het doel van het onderzoek kan nu worden gezien als het vinden

. . m m
van drie combinaties van waarden van de factoren, X, sae oKy

waarvoor ?9<X1”"’Xk) maximaal is.
Betreffende V maken wij de volgende onderstellingen:
r
1. £ v=0

2, de verdeling van Y is dezelfde voor alle combinaties
van waarden van de k factoren (var {yx = o),
Is de bij het u-de experiment waargenomen responsie Vi dan
geldt:
£-¢“ = P (K, -0 Xpn ) (2)
In aansluiting op de twee hierboven genoemde onderstellincer
zal nog een derde gemaakt worden: \
3. de waarnemingen zijn onderling onafhankelljk.
Nemen wij aan, dat de functie 9 in het beschouwde gebied
van de k dimensionale ruimte continue afgeleiden heeft, dan kan
. {2) worden ontwikkeld in een reeks van TAYLOR. Hlertoe voeren
wij de volgende notatie in:
Voor de waarden van §7 in de oorsprong:

o o o e e b wes P

%) Stochastische variabelen worden onderstreept. Hetzelfde sym-~
niet onderstreept, wordt gebruikt om een waarde aan te geven,

die deze variabele aangenomcn heeft,




[W]manee = o,

voor de partiéel afgeleide naar Xy in O:

[%—x,:...;xk = %5.) p (

oX; _
voor de tweede partieel afgeleide in O:

A8y
g

-

D) } .
Sovy |y =P

Nu kan, onder genoemde voorwaarden (2) geschreven worden

2,
E;lu = [fo + (‘;DIXII—L + (K;O?_X:N-ﬁ C P X ésplf"(li o "‘Z,}’Oé/,é Koo *

¢ 3
+L10’1 Xl“ qu’ o * (i?a"é-l,l% x:é-l,u Xéno. * Z fﬁ”’, '){Ju, Lo

*é%%;xkﬁﬁ4+“‘ (h)

Op grond van bepaalde onderstellingen ovee de functie ¥ kan
men veelal aannemen, dat termen van de graad d en hoger verwaar-
loosbaar klein zijn, zo zal indien © plaatselijk goed door een
plat vlak te benaderen zal zijn, gelden:

z‘i:;/,u = Py + Wy Xw s R X (5)

Men noemt dit het lineaire model.

Is W evenwel plaatselijk slechts goed te benaderen door een tweede-
graadsoppervlak, dan gaat men uit van het quadratische model:

. . |
E&h«:(f’o +ALP,XM+ N VL Xke "L;_IWNX’“ ‘Iﬁ“--’—i(ﬂé&xéi')"
—TL ((ﬂu‘ X““‘ qu * T + L[a){-t,zé x k-l,u. XAL._ N (6}

Hierin noemen wij
net i-de hoofdeffect
L : het i-de quadratische effect

oo
@;; - fet 1xj interactieeffect,
Pe proefopzet zoals deze in rapport $198 is voorgesteld, is
het %E deel van een 28 factorieel schema in duplo, gekenmerkt door
de grcepsrelatie (zie het als bijlage bljgevoegde memorandum
S 198 I&?%) eenheid = 11 = 22 = ,., = 88 = 1235 = 1246 = 4347 =
2348 = 3456 = 1567 = 2457 = 3578 = 1278 = 2367 = 1368 = 1458 = 1678,
Ulitgaande hiervan kunnen 16 verschillende effecten worden geschat;
deze srhattingen zullen wij aanduiden met mo,:nq,,ue,mB, mqg’ m13£
mﬁq, m23, m24: m34 en m1234 of met de vector m = (mo,n.n,m1234)
%) Een vector is een kolomvector, een rijvector geven wij aan als
een getransponeerde kolomvector,
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De verwachtlngen van de genoemde schattingen stellen nu combi-
naties voor van co&ffici&nten van x in de reeksontwikkeling (4)
en wel, indien wij de term "is een schattingvan' aangeven met
een pijl,
o = Pt 4Pyt 3P = - . o 4l ¢ pp+ Hde orde effecten
M, ?I+ derde orde effecten
hqz g (—(Z *

g e ((99 + " "

Mg == QP+ Qoo+ Py + Y, + 4de orde effecten
m,3 ianec g (;EIS Lol (ipzy -+ ({ﬁﬁl‘:}! o+ ((ﬁég e "

My - L -

1) e ("0"',’ e (;1925 -+ ((73.3 - Sﬂ“"g +

May == Wo3 v @y + Puyr + Yoy F . " ;
M,y @QL, -+ ((0,4 + @ ap MERCECIE S . »
My = Doy + Y3+ Pap *+ 54 = ’ "

M 33y =2 %Oqs- Qg o+ Pz o+ Pas "

Hieruit blijkt, dat indien het responsieocppervlak ter plaat-
se met voldoende goede benadering door een tweedegraadsoppervlak
1s voor te stellen, dat:

1. de hoofdeffecten zuiver geschat worden,
2, de quadratische effecten niet geschat worden,
3. de interacties bij vier tegelijk worden geschat.

Daar in de omgeving van een maximum de matrix van de tweede
orde effecten negatief definlet is geldt daar:

¢ Wﬁ‘<‘93 (7)
Indien een quadratisch effect dus niet klein is, zal dit zeker
tot uitdrukking komen in de. grootte van de interacties, In dit
verband 1s het geen ernstig bezwaar dat bij de eerste fase van
de proefopzet de quadratische effecten niet kunnen worden geschat.

De berekening van de schattingsvector bkan als volgt ge-
schieden., Geeft men de gevonden weaarde van de bij het 1i-de
experiment aan met y, (1 = 1,...,32), dan berekent men het ge-
middelde van de yy over de duplowaarnemingen (vgl. tabel I van
S 198 )+

0y = 2(yp3 + v g) Oy = 5(y3q + ¥pq)
Op = 2(y y + ¥p5) O4g = 2(vyg + ¥ ¢)
03 =3V + ¥ ) Opq = 2(vp7 + 7 o)
Oy = 2(¥ypg * vpy) Opp = 246 + Tqu)
Op = 2(vpq + v49) 043 = 2(¥3p + ¥ag) p
O = z(vog + v 4) Oy = 2(y 5 + v48)
07 = %(y17 + y45) 015 = (v o ygg)
Cg = 2(y43 + T4e) Og6 = 2(y 5 * ¥30)
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De vector (0,,...0,g) zullen wij aandulden met 0.
Definieren wij de matrix X als:

T E e @ @ (w (ns) (5 ('35,,»1 {zfi} ) (2 (3) (W) lam) (29 (3w 023¢)
G TR I e s’ R S I T B = B +1\
1+ + +1 -1+ -1 -1 -1+ =1+ =1 -1 -
+1 +1 1 -1+ -1+ =1 =1+ -1+ -1+ =T -1
+1 +1 +1 -1 -1 -1 =1 1+ A+ =1 =T =1 =T T
+1 +1 -1+ -1 =T+ =1 -1+ =1 =T T -1
+1 +1 -1 +1 -1 -1+ -1+ -1+ -1 -1+ -1 A
1+ -1 -1 1+ -1 =1 1 -1 =1 T+ =1 =1
1 +1 =1 =1 -1+ + + =T =1 =1 =1+

I T B Bt B L L AL
+1 -1 -1 -1+ -1+ 1+ o+ 1 -1+ -1 =1 -

+1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 =1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 |
~ ~
(zie ook het memorandum S 190 MT4)

A
can is de kleinste kwadratenscnatting: Mo ﬁ; F: O, (10)

Maakt men de onderstelling, dat de Vv in (1) een normale ver-
deling bezit, dan bestaat de mogelijkheid, elk van de elementen
van de vector m te toetsen, of deze systematisch van O verschilt.
Dit ran door middel van een t-toets geschieden, daar een schatting
van de variantie van v te berekenen isg, uilt het verschil tussen
de durlowaarnemingen.

De volzende situaties kunnen zich voordoen:

1, de iineaire effecten zijn groot t.o.v. de interacties,

In cit geval kan een methode van stellste weg worden toegepast.
Om sen punt (te bepalen door enkele orilenterende experimenten)
op deze weg kan dan de eerste fase van het onderzoek herhaald
worden.

2, de lineaire effecten zijn van dezelfde orde van grootte als,
of klainer dan de interacties. In dit geval zullen alle
cotfficidnten in het quadratisch model (6) geschat dienen te
worden; waartoe een proef met een groter aantal experimenten

verricht zal moeten worden.

Tot hier is slechts gesproken over het maximaliseren van de

opbrengst, Evenwel dient ook de reinigingsfaotor in het onder-
door op dezelfde

viak

zoek betrokken te worden, Dit kan geschleden,
wijze, als in de vorig. varagraal besproken is, een opper
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aan te passen aan de waarnemingsresultaten van de reinigingsfactor.
Geven wlj dit oppervliak aan met? Kysoe x8) dan geschiedt het
bepalen van het optimum voor de opbrengst onder de beperking

dat K (x X8) de vastgestelde waarden RE heeft, In het ge-

val dat ‘¢ en f tweede graads oppervlakken zijn, kan dit zeer
cenvoudig geschileden door gebruik te maken van een Lagrange-

multiplicator,
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2™ wde factoriféle schema's 1)

0. Inleiding

Door het uitvoeren van experimenten volgens een factorigel
schema kunnen de uitwerkingen van een aantal factoren gelijk-
tijdig bestudeerd worden. Wij zullen dit laten zien aan de hand
van een eenvoudlig voorbeeld.

Stel, de proefopzet, die uitgevoerd is (of zal worden),
is een 23 factorigel schema, d.w.z., er zijn drie factoren, die
ieder op twee niveaux bij de experimenten betrokken worden.

In totaal worden er dus 23 = 8 experimenten verricht, waarbi]
voor elk van deze 8 experimenten een andere combinatie van de
twee niveaux van de drie factoren gebruikt wordt.

De eenheden, waarin de niveaux van de factoren ultgedrukt
kunnen worden, zijn vrij te kiezen, Door invoering van schaal-
factoren kan dit zodanig worden gedaan, dat het hoge niveau van
een factor door +1 wordt aangegeven, en het lage niveau door
-1, Met deze keuze van schaalfactoren is een 23 factorieel
schema voor te sftellen door een kubus, waarvan ieder hoekpunt
correspondeert met een der experimenten (zie figuur 1).

Ook kunnen wi] een programma-

S i =% matrix aangeven, d.w.z. een matrix,
-7 E e 1 waarvan de u-de rij de colrdinaten
T ; T : aangeeft van het punt correspon-
2 1 : | derende met het u-de experiment.
1 /,ﬂ”‘"{"“;'ﬂ In dit geval is de programmamatrix
P el

W o n GE O W R wm we T W mm

1) Dit memorandum is slcchte hedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar vollcdicheid of volledige exactheid.




/+1 +1 +1
+1 41 =1
+1 -1 +1

p |t -1 - N

-1 +1 +1
-1 +1 -1
-1 -1 +1
-1 -1 -1

N

Het mathematisch medel
Geven wij een waarneming aan met Ty 2), dan wordt voor een

27 factoricel schema ultgegaan van het model dat de y,,
(u=1,...,8) onderling onafhankelijke stochastische varlabelen

zijn met mathematische verwachtingen p, , dus:

yu‘ =T ?u ‘l" !‘L (10/])
waarbij dus Eguk ~ en waarbij bovendien een onderstelling ge-
maakt wordt:

E Y: = Gl (1-2)

Voorts wordt de n, als volgt opgebouwd gedacht:
?u = M Xou + A K A ¥ */“’a X:m + My Xpw g+ Az XrwXaa *+
T A Rae Xgw F Adpng X X0 {30 (1.3)
hetgeen geen enkele beperking oplegt aan de waarden, die de
Ru kunnen bezitten.
Hierin noemen wij:
AL, = het gemiddelde
AL, = het i-de hoofdeffect

t

A= de 1i,j interactie (een interactie van de eerste orde)

Aug= de 1,k interactie (" " " "

tweede ")
Verder 1is:
Koo =1

en voor 1 = 1,2,3

+1 als de i-de factor bij het u-de experiment op het +1

niveau gehouden werd

-1 als de i-de factor blj het u-de experiment op het -1

niveau gehouden werd.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waar-
schijnlijkheidsverdeling bezit. Stochastische grootheden
worden door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde let-
ters niet onderstreept worden vaak gebruikt voor waarden, dle

z1] aan kunnen nemen of aangenomen hebben,
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De interpretatie van (1.3) is dat men de verwachting van
gen waarneming opgebouwd denkt uit een gemiddelde waarde en een
aantal bijdragen van de factoren: de hoofdeffecten.Daar evenwel
de effecten van twee factoren veelal niet onafhankelijk zljn,
moet men teneinde de hoofdeffecten fte kunnen optellen, hierbi]
een correctiefactor invoeren, de interacties. Een interactile
tussen factor 1 en 2 betekent, dus dat factor 2 bij een experi-
ment, waarbij factor 1 op net +1 niveau betrokken is, een andere
invloed heeft, dan biJ een experiment, waarbl]j factor 1 op het

-1 niveau gehouden werd,

In 1.3 is D uitgedrukt in _u,, ¢, , My, Mz, An . Ay,
Ay €N Akyng - Gebruik makende van enkele bijzondere elgen-
schappen van de factoriele proefopzetten kan men ook ieder der
At 's uiltdrukken in de 77, . 70als nl, ult de definitis van de
X, volgt, kan de u-de rij van de programmamatrix (O,ﬂ) geschreved
worden als

(KXo Xaw Ry )

Hieruit blijkt dan, dat voor 1 = 1,2,3 en j = 0,1,2 en 3

geldt:

N 1Mo
A
¥
fi h
- 0

i

* x>
81-& KJLL (114)

en als 1 # j

i
~

oo

KiwXju=0
Hoe Je
Termenigvuldigt men 1.3 rechts en links met en sommert men

over u, dan 1s in verband met (1.14):
8.«
Z xzu TLL = z— < XOLLXILL/’(Q + Xri/{‘L, + Xlu.xiu. /u1 + Xiu Xsu,-us’ -+

=1 [T 1

2 2

+ Xlu qu /apz + X x\%a‘/(’(IS’ + XHA Xﬁux3% /{/CEB +
2

+ X’/u Xiu 3w /l‘z}za>x

= 8 4,

Op analoge wijze verkrijgt men:




a
Al = g'-L%q Xiw P )
L = 'é“ {Z, Xow 7w
Ay = 'é‘ ‘% X3u e
Ay = b % Ko Xau 1 > (1.5)
Ay = b L XK.
o
Alpy == é— %I Koa Xy M
oy = % 2, X1 Xau Xz e /

Men kan ook direct na (1.1) deze «'svolgens (1.5) definieren
en vervolgens aantonen dat (1.3) geldt.

Schattingen van de effecten

Uitgaande van de waargenomen waarden‘yuzullen nu schattingen
van de effecten worden berekend. Deze schattingen zullen wi]
met een 'm mct overeenkomstige indices aangeven.

Allerecerst zullen schattingen voor de Nu berekend worden,
daar indien deze bekend zijn uit (1.5) de schattingen voor de
effecten volgen. Volgens het principe der kleinste quadraten
kiezen wij de schattingen ?i van ?“ zodanig, dat

&

minimaal wordt., Zoals zonder meer in te zien 1is, wordt Q mini-

maal (en wel gelijk 2an 0), indien voor u = 1,...,8
o

Yo = Fu (2.1
¢ ¢
Volgens (2.1) zijn de waarnemingen y,_dus de beste schattingen

van f, . Invoering in (1.5 geeft dan voor de schattingen van de

/.Ld:
3
my = é% ?u
m, = LQZ %yw é;!%
e
m, = é) .Z., Xqu ngu.
m; = é é Xsu Yu o (2.2)
2
ma = 'SZ Xiw X3 Y
Mys = é; %:1- Ko Waw Y
Mgy = é ‘- X "‘\/au Xdu by




Uit deze uitdrultkingen blijkt dat de schattingen op zeer
eenvoudilge wijze te verkrijgen ziljn. De m, wordt bijvoorbeeld
verkregen door de g“ een + of een -teken toe te kennen naar
gelang de ‘e factor op het hoge of het lage niveau bij het
u-de experiment betrokken is, daarna over deze waarden te sommeren
en door 8 te delen. De Mo wordt op analoge wijze verkregen; in
dit geval krijgt de ?ueen + of een - teken, al naar gelang

X, X +1 of -1 is. De berekening van de schattingen verloopt

dan ook zeer eenvoudig, indien men gebruik maakt van de program-

2w

mamatrix,

Daar alle waarnemingen een inhaerente waarnemingsonnauwkeurigs=
heid bezitten, kan uit het simpele feit van het verkrijgen
van een getalwaarde voor L FRERLVPE! nog niet besloten worden
tot het bestaan van systematische hoofdeffecten en interactles.
De variantiecanalyse biedt evenwel een mogelijkheid dit nader te
onderzoeken. Hiervoor wordt verwezen naar de handboeken op dit
gebied o.2a. {1}, EE} en {5], waarin bovendien verdere literatuur-
verwijzingen zijn opgenomen. Indien bij toetsing hijvoorbeeld
blijkt, dat behoudens een zekere (kleine) onbetrouwhaarheild
aangenomen moet worden, dat er een interactie Mgo aanwezig 1s als
systematisch effect, den wil dit zeggen, dat de eerste factor en
de tweede factor niet onafhankelijk werken.

De schattingen, diz op hierboven beschreven wiljze berekend
zijn, hebben enkecle eigenschappen, die hier slechts kort zullen
worden aangegeven, Zoals alle kleinste quadraten—schattingen
zijn zij zuiver, Bovencien zijn zil]j onderling ongecorreleerd.

Is bijvoorbeeld m, Zeew groot en m, en m3 zeer klein, dan toch

worden de schatilngen van m etc. hier niet door beinvloed.

12
Deze eigenschap hangt zecr nauw camen met de orthogonaliteits-
relaties (1.4) en men zegt daarom wel dat alle schattingen
"orthogonaal' zijn., Door deze eigenschappen en door hun eenvoud
zijn factoriéle schema's proefopzetten, die zeer bruikbaar zijn
0.a. voor industriele cxpzrimenten.

De schattingen (2.2) krijgen een zeer eenvoudige vorm in=-
dien men van matrixnotatis gebruik maakt. Hlertoe definieert men
de matrix X als volgs: ce u-de rij van X bestaat uilt de elementen

(u="1,...,8)

i

; U \ /
L )\OLL x 223 th ')\Su. I\I‘.LXQL‘ X I '\/34 X £ X3¢L xlu X:m Xam_ )

De kolommen zullen wij aangeven met:

.

1 N I S TS 3) (23 023
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Uitgaande van de matrix P vinden wlj dan:

.,

(E) (1) (2) (3) (12} [13) (23 (23

e e
+1 4+ 1 -1+ -1 -1 -~
+1 +1 -1 +1 -1 +1 - -1
G e e A -1 +1 +1 (2.3
+1 -1 +1 +1 -] -1 +1 -1
+1 -1+ -1 -] +1 -1 +71
+1 -1 -1+ + -1 -1 +1
+1 -1 -1 =1+ +1 +1 ~1
e P

Wij verstaan onder een vector een kolomvector en geven een
N “
rijvector aan als de getransponeerde kolomvector (dus als a),

Definieren wi]

\

AL = (,/U'o» /’(":r-,--(“z),..-/’(3 , /au. , Ay o Algy o ALy )

terwijl de overeenkomstige .sSchattingan aangegeven worden door

A

m o= My o, My, )

Ts voorts de vector der waarnemingsresultaten:
\ !/ )
g = Ly, - L de
dan gaat (2.5) over in: N
M = é‘X\y,. 2.4
B1iJ een QK experiment is het aantal uit te voeren experi-
menter. zeer groot, als k niet al te klein is. Om het aantal expe-
rimenten binnen redelijke grenzen te houden kan men op de volgen-
de wijze te werk gaan:
1. een o1

bij het experiment betrekken (Engels: confounding)

schema uitvoeren en de k-de factor door verstrengeling

2, van een QK schema slechts een gedeelte,bijvoorbeeld de helft
uit te voeren: dit leidttot partiele schema's (Engels: frac-

tional designs)

Verstrengeling

Stel men wenst de invloed van vier factoren te onderzoeken.
Men kan dan een 23 factorieel schema uitveeren, waar de hYe fac-
tor verstrengeld is met een van de interactles van de eerste drie.

" Men kan dit bijvoorbeeld doen door in de matrix P, een nileuwe

kolon in te voegen waarvan ieder element hetzelfde teken heeft

als het product van de elementen op diezelfde rij in de eerste
drie kolommen. Men verkrijgt op deze wijze een nleuwe programmama-
trix T,




Pl =

-1 -1+
-1 -1 =1 -1

- P

Bij het u-de experiment houdt men de vierde factor op het -+1
(resp. -1) niveau als in de programmamatrix op de u-de rij enn
vierde kplom een +71, resp. -1 voorkomt.

Uit de wijze, waarcop de vierde factor werd ingevoerd bliljkt,

dat voor elke u geldt:

Xl’l:t = x;—u = x‘;u == x?“ = Xodow You Xaw = 4. (3.2)
Men geeft dit aan door de z.g. groepsrelatie:
11 =22 = 33 = 4 = 1 2 3 4 = eenheid. (3.3)

Indien men de laatste gelijkheid in(3.2) links en rechts met
Xvermenigvuldigtb, is:

‘XI_';. X?.u Xsu/\{qu_ = X,\_b
of daar (weer volgens (3.2)) ¥/, = eenheld, geld®:

)(zq X3L,_ quL &= ’K’/H_ s
Op gelijke wijze vindt men:
4 4
Mo Maw Xy = Xou Y (Bo)’l‘>
o Xgw Xyu = X:su
en Xm Xsu Xq;‘: X;,a_.

Het model voor een volledig factorieel schema met 4 factor is:

(naar analogie van 1.1 en 1.3)

‘l;/u: Qu + _\—/DL
&

en -
Nu = Mo Xou + Ay Xy + Ay Xay + Mg Xgu + Ay Xy + Mg Xou Yau +
+o A bty Xgy Xy 0 AUpg Xiw Xgu Xzo o+ - - F
T Mgy Xaw Xzu Xyu  F A2 gy Xu Xaw Xzu Xge - (3‘35)

Uit de relaties (3.4) volgt, dat (3.5) voor het geval dat de vier-
de factor op de bovenbeschreven wijze geintroduceerd is, ook kan

worden geschreven als:
’?Lt = (,uo +/u,13,}, ) Xow + { At 4 Al 23 ) X, + [/_u?_ + Wlygy ) X, T
*%ﬁ%+f“&ﬂxm -+@um+%@ﬁﬁgﬁu+(ﬂ6+fﬁvaxﬂ+

4'</u234'/ulﬁ-)xiwx3u * (’ﬁlezs * M) X X A3 (3.6>
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Op dezelfde wijze als in 2 kunnen de «5uitgedrukt worden in

de y's:
! 2 ]
. IR :
Mo T g = 8 oo ‘7‘*
[
¥
AL t ALy, = é)— & Xt ?H
B
A gy, = 'g) ;;, Xau )’Z\c
%.
'
’/(/(3 + 2y = ? & X 3u Qu
o .
e 3.7
AL+ e - } X X > ( !
o ’2 - 3¢ 67 Pyl (RSN VS Q W
13
/ ’
_‘/,x(.vL/J + /,Lt'. 2y =R '8 Gz; X:u P\m '2\«
s
gy F A ey = (§ ;-;-; XZU. X3LL ‘2\«
! \"’S’,‘ ,
L /23 + /,..«C(,#. W g> f; Xm Azu X34 y?u

e

Dus in dit geval zal men, indie? men voor f, de schattingen(y“in*
voert, volgens 3.7 niet alle wusapart schatten, maar Ttwee aan
twee bij elkaar,

Zo bijvoorbeeld schat men de som van 4¢, + Aiyq,, . €N Men
kan ult deze acht experimenten niets meer te weten komen over
e, en Ay, apart, Men zegt dan datfa,en,azw,Verstrengeld zljn.
Men ziet dus uit 3.7 dat elk effect verstrengeld is met een an-
der effect, Door vermenigvuldiging van de indices van een effect
met de groepsrelatie (3.3), verkrijgt men de indices van het
effect, dat ermee verstrengeld is. Zo 1ls bijvoorbeeld A¢,, ver-
strengeld met (4, , daar 12, 1234 = 34,

Het gebrhik van verstrengeling is meestal dan slechts zin-
vol, als van de met de hoofdeffecten verstrengelde lnterzetles op

redelijke gronden aangenomen mag worden, dat zlj zeer gering of

afwezlg zijn.

Het zou in dit verband te ver voeren, de verschillende
methoden van verstrengeling te bespreken. Men wordt hiervoor ver-
wezen naar de bestaande handboeken,

Partiele schema's
" Men komt tot dezelfde matrix P' (2.1), indien van een
2" factoriele proefopzet slechts die experimenten uitgevoerd

worden waarvoor:
)(:u_ qu_ XSLL ’\!wu. = ﬂ-, (Li“/l)

en die experimenten achterwege laat waarvoor:
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X Xaw X530 Xeo = a
In dit geval noemt men 4dit een nalf factorieel schema, Indien
men op de door (4.1) gedefiniecerde wijze te werk gaat, blljven
de geschatte effecten orthogonaal.

De consequenties van het uiltvoeren van een partieel schema
t.a.v. de schattingen zijn geheel gelijk aan die, besproken in 3.
70 volgt ult 4.1 weer de groepsrelatie:

1234 = eenheid.
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